Modelització de transport de bor en una membrana líquida suportada plana mitjançant MATLAB by Viñals Atienza, Joan Anton
1 
 

























TÍTOL: Modelització de transport de bor en una membrana líquida suportada 




AUTOR: Joan Anton Viñals Atienza 
TITULACIÓ: Enginyeria tècnica industrial química 
DIRECTOR: Dr. Agustí Fortuny Sanroma 










   
 
 
COGNOMS: Viñals Atienza     NOM: Joan Anton 
 
TITULACIÓ: Enginyeria tècnica industrial  
 




DIRECTOR: Agustí Fortuny Sanroma 
 
















TRIBUNAL   
 
 
PRESIDENT   SECRETARI             VOCAL 
 












Aquest Projecte té en compte aspectes mediambientals:  [ x] Sí    No    
 
PROJECTE FI DE CARRERA 
 
RESUM (màxim 50 línies) 
 
El primer pas per la realització d’aquest projecte ha estat estudiar els fonaments teòrics del procés 
d’extracció de bor mitjançant una membrana líquida suportada plana i els fonaments matemàtics i de 
programació amb MATLAB amb els que realitzar el model matemàtic.  
Seguidament s’ha estudiat el procés d’extracció de bor utilitzant el dispositiu experimental. S’han estudiat 
els elements que conformen el dispositiu, les especies implicades i el tractament matemàtic que el 
caracteritza.  
Seguidament, s’han plantejat les equacions d’equilibri i transport i dissenyat els algorismes amb els que 
es portarà a terme la resolució del model matemàtic, a partir de les dades experimentals de les que es 
disposa. 
Posteriorment, s’ha realitzat el programa en el que s’han aplicat uns coneixements matemàtics bàsics i 
s’ha desenvolupat l’habilitat de programar amb MATLAB. 
Un cop realitzat el programa, s’ha depurat i millorat fins que el funcionament s’ha considerat idoni. 
El programa és capaç d’obtenir constants característiques del model proposat a partir de les dades 
experimentals i un cop obtingudes és capaç de donar una estimació d’aquestes en unes altres 
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Capítol 1. Introducció 
Aquest projecte de final de carrera té com objectiu l’elaboració d’un model matemàtic que descrigui el 
comportament del procés de transport de bor en una membrana liquida suportada plana, a partir d’unes 
dades experimentals. 
Els objectius marcats per aquest projecte són: 
- Adquirir coneixements d’extracció amb membrana líquida suportada. 
- Adquirir coneixements de MATLAB com a eina de computació numèrica. 
- Modelitzar el transport de bor a través d’una membrana líquida suportada plana mitjançant 
MATLAB. 
L’aigua de mar, un cop tractada en una planta dessalinitzadora per mitja del mètode d’osmosi inversa, 
presenta una concentració de bor dissolt. L’aigua amb bor dissolt és un inconvenient per a regar alguns 
vegetals perquè ho toleren malament. A més, aquest bor té interès per a altres usos un cop extret i 
purificat. 
Per tal d’evitar aquest problema, s’ha ideat una etapa addicional de separació de bor utilitzant un sistema 
de membrana líquida suportada. 
L’estudi d’aquest procés es realitza en una primera instància utilitzant un sistema experimental de 
membrana líquida suportada plana. La modelització matemàtica s’ha realitzat utilitzant l’eina de 
computació numèrica MATLAB.  
El primer pas per la realització d’aquest projecte ha estat estudiar els fonaments teòrics del procés 
d’extracció de bor mitjançant una membrana líquida suportada plana i els fonaments matemàtics i de 
programació amb MATLAB amb els que realitzar el model matemàtic.  
Seguidament s’ha estudiat el procés d’extracció de bor utilitzant el dispositiu experimental. S’han estudiat 
els elements que conformen el dispositiu, les especies implicades i el tractament matemàtic que el 
caracteritza.  
Seguidament, s’han plantejat les equacions d’equilibri i transport i dissenyat els algorismes amb els que 
es portarà a terme la resolució del model matemàtic, a partir de les dades experimentals de les que es 
disposa. 
Posteriorment, s’ha realitzat el programa en el que s’han aplicat uns coneixements matemàtics bàsics i 
s’ha desenvolupat l’habilitat de programar amb MATLAB. 
Un cop realitzat el programa, s’ha depurat i millorat fins que el funcionament s’ha considerat idoni. 
El programa és capaç d’obtenir constants característiques del model proposat a partir de les dades 
experimentals i un cop obtingudes és capaç de donar una estimació d’aquestes en unes altres condicions 
de treball. 




Capítol 2. Fonaments teòrics 
2.1. Fonaments de separació per membrana líquida suportada plana 
Per tal de comprendre el procés de separació de bor mitjançant un dispositiu de membrana líquida 
suportada plana, s’exposa a continuació un conjunt de fonaments teòrics relacionats amb les 
característiques del dispositiu i les propietats físico-químiques implicades en la separació de bor. 
2.1.1. Extracció líquid-líquid 
L’extracció líquid-líquid és un procés elemental de separació de substàncies utilitzat de forma 
generalitzada degut a la seva simplicitat i efectivitat. 
En una extracció líquid-líquid intervenen dues dissolucions líquides immiscibles (per exemple, una 
dissolució orgànica i un altra d’aquosa). En una de les dissolucions està dissolt un solut que interessa 
separar. A la dissolució amb el solut a separar se l’anomena alimentació i a l’altre dissolució se 
l’anomena dissolvent d’extracció o extractant.  
La transferència de matèria s’aconsegueix al posar en contacte les dues dissolucions. En aquest moment 
s’estableix una relació de concentracions regida per l’equilibri d’extracció. Aquest equilibri queda 
desplaçat en el sentit en que una major quantitat de solut quedi dissolt en el dissolvent extractor.  
El fonaments d’extracció venen donats per les propietats físico-químiques de les substàncies implicades. 
Encara que generalment es parla d’extracció com a conseqüència d’un equilibri de solubilitat, també 
poden intervenir altres factors, com ara la reactivitat química. 
A l’alimentació ja tractada se l’anomena refinat i a la dissolució amb el component separat se l’anomena 
extracte. 













(Dissolvent B + Solut) 
Extracció 
Alimentació 






Figura 1. Extracció líquid-líquid 
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En comparació amb altres mètodes de separació, l’extracció líquid-líquid presenta avantatges i 
inconvenients. Com avantatges cal citar la facilitat d’aplicació del mètode, el baix cost energètic, la 
capacitat de tractar dissolucions molt diluïdes, la capacitat de separació de més d’un component, etc.. 
Com a inconvenient principal es destaca l’aparició de noves dissolucions que posteriorment s’han de 
tractar.  
Per tal de solventar aquest inconvenient s’aplica una posterior etapa a l’extracte, utilitzant dissolvents 
extractors diferents i el mateix principi d’extracció, de forma que s’aconsegueix purificar el producte i es 
pot reaprofitar l’extractant. A aquesta posterior etapa de recuperació se l’anomena reextracció o stripping.  
2.1.2. Membrana líquida suportada plana 
El procés de separació per membrana líquida suportada (SLM) presenta grans similituds amb el procés 
d’extracció líquid-líquid.  
L’avantatge respecte aquest mètode està en la simultaneïtat dels processos d’extracció i recuperació, en la 
no necessitat d’esperar a l’equilibri pel seu funcionament i en la menor quantitat d’extractant que 
s’utilitza. 
Respecte a altres tipus de membrana d’un altre tipologia, existeix la possibilitat de que els fenòmens de 
transferència de matèria es donin amb major rapidesa, degut a que processos de difusió i dissolució poden 
ser facilitats per l’acció química d’un extractant selectiu. 
La següent figura mostra de forma esquemàtica el procés de transferència a través de la membrana 





























 C − E 
Figura 2. Esquema del dispositiu de membrana líquida suportada amb transport 




La membrana és una fina capa d’una dissolució orgànica que impregna un suport polimèric 
semipermeable. L’estructura es manté gràcies a les forces capil·lars generades en els porus del suport de 
la membrana. 
La dissolució de la membrana consta d’un dissolvent orgànic i un extractant. L’extractant és una espècie 
química que fa d’agent transportador de les molècules de solut a través de la membrana. El dissolvent és 
el medi on es dissol l’extractant i separa simultàniament les dues fases aquoses d’alimentació i stripping.  
Les membranes líquides suportades (SLM) presenten l’inconvenient de que la fase orgànica es va diluint 
progressivament en la fase aquosa. Per això es precís una bona elecció de cada component que asseguri la 
correcta fixació en la membrana del dissolvent orgànic. 
Dintre dels diferents tipus de membrana líquida suportada, la membrana líquida suportada plana 
representa la forma més usual que es pot trobar per al seu ús a escala de laboratori. 
Aquest tipus de membrana està limitada per la relació entre l’àrea de la membrana i el volum de la solució 
tractada. Al ser plana les possibilitats d’augmentar aquesta relació estan restringides.  
En contraposició a aquest tipus de membranes existeixen les membranes líquides suportades de fibres 
buides. Aquest tipus de membranes aconsegueix una relació entre àrea de contacte i volum molt elevada, 
de forma que s’obté un màxim de contacte entre fases i per tant s’aconsegueix un major rendiment. 
Ambdós  tipus de membrana utilitzen essencialment el mateix principi. Gràcies a això les dades 
aconseguides en el laboratori en el primer cas són extrapolables a les membranes líquides suportades de 
fibres buides. 
2.1.3. Equilibri químic 
En un procés de separació per membrana líquida suportada poden haver-hi reaccions químiques o bé 
transferències de matèria involucrant diferents fases. La concentració de les diferents espècies en cada 
fase pot variar. 
Quan una espècie es transfereix d’una fase a un altre, la velocitat de transferència disminueix amb el 
temps fins que les concentracions en cada una de les fases arriben a un equilibri. 
𝐴(𝛼) ⇄ 𝐴(𝛽) 
De forma similar, una reacció química evoluciona partint d’uns reactius cap a la formació d’uns productes 
fins que la concentració de cada una de les espècies deixa de variar. 
𝐴 + 𝐵 ⇄ 𝑃 + 𝑄 
La cinètica ens diu que en l’estat en el que les concentracions de totes les espècies deixen de variar 
s’estableix una condició d’equilibri.  
El punt de vista energètic parla de que, tot i que l’energia interna del sistema es pot mantenir constant, els 
diferents estats interns del sistema intercanvien energia per tal d’arribar a un equilibri.  
Aquesta condició d’equilibri s’estudia termodinàmicament mitjançant l’energia de Gibbs. Es diu que un 
sistema està en equilibri quan la variació de l’energia de Gibbs és zero.  
14 
 
La variació de l’energia de Gibbs s’expressa en funció de diversos paràmetres. Per a un sistema a pressió i 
temperatura constants s’estableix el següent: 






(𝛼)  i  𝑛𝑖
(𝛼)  correspon respectivament al potencial químic i al nombre de mols de l’espècie  𝑖 en la 
fase  𝛼. 
El terme sumatori correspon als intercanvis d’energia deguts a la transferència de matèria i a les reaccions 
químiques donades. Es diu que el sistema està en equilibri químic i material quan el valor d’aquest 
sumatori és zero. 
Es considera a continuació el potencial químic corresponent només a l’energia de les reaccions químiques 
implicades.  
Les variacions de mols de cada espècie en una reacció 𝑘 estan lligades per mitja del valor de  l’extensió 
𝜉𝑘 = (𝑛𝑘 ,𝑖 − 𝑛𝑘 ,𝑖
0)/𝜈𝑘,𝑖   , on 𝜈𝑘 ,𝑖  correspon a l’estequiometria de la reacció per a cada espècie 𝑖. Llavors 
es pot expressar la variació de mols com: 
𝑑𝑛𝑘 ,𝑖 =  𝜈𝑘 ,𝑖  𝑑𝜉𝑘
𝑘
 
L’energia de Gibbs, en equilibri, a temperatura i pressió constants, queda expressada en funció de 
l’extensió mitjançant l’equació següent: 





A partir de l’equació anterior, tenint en compte els termes que s’han d’igualar a zero per complir 
l’equació, es dedueix la condició d’equilibri químic per a una reacció donada. 
 𝜈𝑘 ,𝑖𝜇𝑖  
𝑖
= 0 
S’estableix que, per a un sistema a temperatura constant, el valor del potencial químic està en funció d’un 
paràmetre anomenat activitat. 
𝜇𝑖 = 𝜇𝑖
0 𝑇 + 𝑅𝑇 ln𝑎𝑖  
El valor 𝜇𝑖
0 correspon al potencial estàndard característic de l’espècie 𝑖 per a la reacció donada. 
L’activitat pot aproximar-se a la concentració per a dissolucions diluïdes. 
Es pot substituir en l’equació d’equilibri químic aquesta expressió del potencial en funció de l’activitat. 
 𝜈𝑖  𝜇𝑖
0
𝑖
+ 𝑅𝑇 𝜈𝑖 ln 𝑎𝑖 𝑒𝑞
𝑖
= 0 
El primer terme sumatori és una constant en funció de la temperatura. Si s’eliminen logaritmes i 
s’agrupen constants queda l’expressió de la constant d’equilibri de la reacció. 
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Anàlogament, sense considerar l’equilibri químic es pot trobar una equació que relacioni les 
concentracions d’una espècie  present en dues fases per mitja d’una constant.  










D’aquesta manera es pot arribar a la conclusió de que per mitja d’una sèrie de constants característiques 
s’estableixen les propietats d’un sistema en equilibri. Aquestes constants seran independents del 
dispositiu de treball sempre que es mantinguin iguals una sèrie de condicions bàsiques com ara la 
temperatura i la pressió. 
2.1.4. Llei de Fick 
Un aspecte important per comprendre el procés de transport d’una substància a través d’una dissolució és 
el fenomen de difusió. 
Es pot definir la difusió com el transport d’un solut en dissolució d’una part del sistema a un altre com a 
conseqüència d’un gradient de concentracions. La difusió ens parla de com les molècules es mouen a 
través de la dissolució degut a la seva energia cinètica.  
De l’estudi del fenomen de difusió s’obtenen les equacions matemàtiques per descriure el transport. 
Aquestes equacions venen donades per la primera  llei de Fick i permeten donar una estimació de les 
concentracions d’un solut en una dissolució en funció de la posició i del temps. 
S’estableix que la densitat de corrent de les partícules de solut (o transport  𝐽 ) és funció del gradient de 
concentració. S’aproxima aquesta relació pel producte del gradient per una constant anomenada coeficient 






El transport és igual en tots els punts del sistema on s’estableixi una continuïtat. Per definició és sempre 
positiu en una mateixa direcció. 
El transport és pot quantificar a la entrada o a la sortida del sistema mitjançant la següent expressió. 
















        
𝑛:𝑚𝑜𝑙𝑠,𝐴:𝑎𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡𝑒 
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El transport no és pot quantificar mitjançant la variació  de mols de solut en tots els punts del sistema 
degut a que aquesta pot variar amb la posició. 
Per tal de aclarir aquest concepte, imaginem dos recipients omplerts amb un líquid connectats per una 
passarel·la. En aquest dispositiu es produeix un transport de matèria des de el recipient més ple cap al més 
buit. Si s’observa el valor del transport en cada punt del dispositiu, aquest és constant. Però la variació de 
mols respecte el temps és diferent en funció de la posició. 
En concret s’observa que la variació de mols en el recipient més ple és negativa i que la variació de mols 
en el recipient més buit és la mateixa canviada de signe. A la passarel·la la quantitat de mols es manté 
sempre constant (zero). 
La següent figura il·lustra l’experiment que s’acaba de plantejar, on es pot veure de forma més clara la 










En un sistema on es doni el fenomen de difusió s’establirà un gradient de concentracions al llarg del 
sistema. Aquest gradient serà variable en funció del temps fins que, en un moment determinat,  
s’estableixi una situació d’equilibri. En aquest moment el transport esdevindrà nul i la concentració serà 
homogènia en tots els punts del sistema. 
El següent esquema representa aquesta evolució, amb dues gràfiques on es mostra el gradient de 









Figura 3. Exemple de transport d’un líquid 
𝐶𝑖(𝑡0, 𝑥) 
𝐶𝑖(𝑡∞ , 𝑥) 
𝑥 𝑥 

































2.2. Fonaments matemàtics 
En aquest apartat es presenten uns fonaments matemàtics per a la resolució del model teòric. S’estudien 
alguns conceptes referents a errors numèrics i es fa una introducció general del funcionament de diferents 
mètodes numèrics. Aquests mètodes estan o seran implementats informàticament mitjançant el software 
matemàtic MATLAB. 
2.2.1. Model matemàtic 
En front un fet experimental, la modelització matemàtica consisteix en construir una col·lecció 
d’equacions matemàtiques que el representen de la forma mes exacta possible, de manera que permet 
realitzar prediccions correctes en les condicions de treball. 
La resolució d’aquestes equacions comporta un procés d’avaluació i modificació de les solucions per tal 
de que el model arribi a reproduir amb èxit els resultats experimentals. Aquest procés es descriu 









En certes circumstàncies, degut a la complexitat del model plantejat, es fa necessari l’ús de tècniques 
numèriques per trobar les aproximacions de la solució del model.  
A l’hora de procedir amb la metodologia de resolució escollida, s’han de tenir en compte una sèrie 
d’aspectes i limitacions: 
En el cas de fer ús d’eines computacionals s’ha de tenir en compte el hardware i el software utilitzat. Tant 
el rendiment computacional del hardware com l’adequació del software al problema plantejat són 
aspectes clau que poden limitar considerablement l’èxit del projecte.  
S’han de tenir en compte les limitacions físiques de l’ordinador a l’hora de fer els càlculs. En concret la 
precisió amb la que treballa a l’hora de realitzar cada operació i emmagatzemar les dades. 
Degut a la naturalesa de la metodologia, es fa necessària la substitució d’un problema continu per un altre 
de discret, com a conseqüència d’un ús finit d’operacions. Els mètodes iteratius de resolució es troben 
amb aquest tipus de limitacions, a l’agafar la última solució trobada com la aproximació més correcta al 
problema. 
Per últim, cal tenir en compte l’eficiència del mètode, la relació entre el número d’operacions portades a 













Degut a diversos factors, serà inevitable l’existència d’error de diversos tipus, els quals s’hauran de 
minimitzar en la mesura possible a l’hora de procedir a l’obtenció del model matemàtic.  
Algunes fonts d’error conegudes són: 
 Degudes a simplificacions del cas real i a l’ús d’un model poc precís: errors del problema. 
 Degudes a l’introducció de paràmetres i constants físiques aproximats: error inicial o error de 
mesura. 
 Degudes al sistema de representació numèrica: errors de arrodoniment. 
 Degudes a la discretització del procés i al resultat aproximat trobat: error de truncament. 
 Degudes al component humà: errors humans. 
La quantificació matemàtica dels errors és important per tal de progressar en l’obtenció de la solució 
correcta. Es defineix l’error absolut com la diferència entre el valor real 𝑥 i l’aproximat 𝑥 . Es defineix 
l’error relatiu com a aquest error absolut dividit pel valor real. 





A l’hora d’estimar l’error sempre es té en compte l’error màxim que es pot produir. Es diu que l’error 
absolut està acotat a un valor 𝐶 si és més petit que aquest. 
 𝑥 − 𝑥 < 𝐶 
Els errors inicials tendeixen a propagar-se, és a dir, si s’introdueix un error en algun component d’una 
expressió matemàtica, la resolució d’aquesta donarà un error. S’estima que el valor d’aquest error està 
acotat a la següent expressió: 
 ∆𝑔 ≤  𝑔′(𝑥 )  ∆𝑥  
Llavors, si tenim dues expressions, una correcta i l’altre amb un paràmetre aproximat, podrem saber una 
cota de l’error que es produirà. 
Es diu que un problema està mal condicionat si la funció és capaç de generar errors molt més grans que 
un error inicial introduït en una expressió matemàtica. 
 ∆𝑔 ≫  ∆𝑥  
Per tal de comparar la idoneïtat d’un mètode o altre, es té en compte factors com el nombre de passos 
necessaris per aconseguir una solució amb un error determinat. L’ordre de convergència quantifica 
aquesta idoneïtat. Es diu que 𝑝 és l’ordre de convergència d’una successió si existeixen un valor de 𝐶 a 
partir d’un valor de 𝑘 determinat tal que: 
 𝑥𝑘+1 − 𝛼 ≤ 𝐶  𝑥𝑘 − 𝛼 
𝑝  
S’acostuma a dir que un mètode és d’ordre p i s’escriu 𝑂(𝑏𝑝). Un mètode amb un valor de 𝑝 més gran 
convergeix més ràpidament cap a la solució correcta.  
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2.2.3. Mínims quadrats 
Es podria dir que l’aproximació de funcions consisteix en obtenir una funció aproximada a un altre 
mitjançant una sèrie de valors coneguts.  
Donada una funció  𝑓  i donats una successió de valors  𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖)  coneguts, la  funció 𝑔 que s’aproxima 
millor a 𝑓 és aquella que minimitza l’expressió   𝑦 − 𝑔 = 𝑆  per a una norma  ·  determinada. 
Els valors (𝑥𝑖 ,𝑦𝑖) corresponen a mesures experimentals. Es suposa que el valor 𝑥𝑖  està determinat amb 
exactitud i que el valor 𝑦𝑖  corresponent pot tenir algun tipus de error en la seva medició. 
La construcció de la funció 𝑔 es realitza mitjançant una sèrie de coeficients 𝛼 a determinar. L’objectiu és 
trobar els coeficients que compleixin la condició d’error mínim.  
 𝑔 𝑥,𝛼 − 𝑦 = 𝑆𝑚𝑖𝑛  
L’elecció del tipus de funció de 𝑔 ve condicionada per la pròpia 𝑓. Per exemple, si té algun tipus de 
periodicitat es fa una aproximació trigonomètrica,  si 𝑓  té algun tipus de comportament polinòmic es fa 
una aproximació polinòmica, etc. 
La norma més utilitzada pel tractament estadístic de dades experimentals és l’euclidiana o una variació 
d’aquesta al elevar-la al quadrat. Aquest tipus d’aproximació se l’anomena aproximació per mínims 
quadrats. 
















Per a casos simples com una funció lineal, es poden trobar unes expressions algebraiques determinades 
amb les que aconseguir els coeficients de la funció, a partir de l’estudi de la condició de mínims quadrats. 
Per altres casos més complexos, caldrà fer ús d’aproximacions successives a la solució. En aquests casos, 
les tècniques aproximatives de resolució de zeros de funcions són igualment vàlides. 
Figura 6. Obtenció d’una funció lineal a partir d’unes dades 
𝑦 = 𝐴 + 𝐵 𝑥 
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2.2.4. Zeros de funcions 
Les tècniques d’obtenció de zeros de funcions permeten obtenir la solució d’equacions o sistemes 
d’equacions per a una o diverses variables. La resolució d’aquestes equacions es pot dur a terme per mitjà 
de diversos mètodes.  
Quan aquestes equacions són no lineals o senzillament quan el procediment per resoldre-les amb altres 
tècniques es fa massa complex, llavors es procedeix amb els mètodes numèrics de resolució d’equacions. 
La resolució numèrica es basa en la idea d’aproximacions successives a la solució correcta. En primer 
lloc, les equacions es transformen de manera que quedin en expressions del tipus 𝑓 𝑥 = 0. 
A l’avaluar aquestes funcions per un valor que no és la solució correcta, s’obtindrà un resultat diferent de 
zero que anomenarem error.  
Començant per una solució aproximada 𝑥0 , es van variant els valors a diversos 𝑥𝑖   successius, cada un 
amb un error corresponent cada cop més petit. Aquest procediment s’atura quan s’arriba a la solució 
correcta 𝑥𝐶   o es compleixen els requisits de terminació. 
𝑓 𝑥0 > 𝑓 𝑥1  ··· > 𝑓 𝑥𝐶 = 0 
Alguns exemples famosos de mètode de resolució de zeros de funcions per una sola variable són el 
mètode de la bisecció, el mètode de Newton i modificacions com ara el mètode de  la secant. Els mètodes 
multivariables poden ser variacions adaptades a diverses variables d’aquests últims.  
La següent figura mostra la interpretació geomètrica de la resolució de zeros de funcions mitjançant el 











Mitjançant la fórmula aproximativa d’aquest  mètode s’aconsegueixen valors cada cop més propers a la 
solució correcta. La interpretació és que el nou valor aproximat és la projecció de la pendent de la corba 
sobre l’eix x. 
Cada mètode té unes característiques diferents que poden fer variar l’efectivitat a l’hora d’arribar a una 
solució. Un aspecte important és la  fiabilitat a l’hora de convergir a una solució  ja que, en segons quines 
Figura 7. Mètode de Newton 
𝑓(𝑥) 
𝑥𝑛+1 𝑥𝑛  
𝑚è𝑡𝑜𝑑𝑒 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑖𝑢:  




𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑏𝑎: 
𝑓′(𝑥𝑛) =





condicions, no tots els mètodes convergeixen. Un altre aspecte  és la velocitat de convergència amb el que 
el mètode arriba a la solució.  
Existeixen diversos problemes que s’hauran de tenir en compte a l’hora de procedir amb l’algorisme de 
resolució de zeros de funcions: 
Si no es coneix un valor aproximat a la solució correcta, pot ser que el mètode no convergeixi mai. Cal 
considerar la possibilitat de que existeixin mínims locals que facin impossible avançar cap a la solució 
correcta. Aquest és un problema a evitar, ja sigui trobant valors aproximats per mitjà de coneixements 
teòrics del problema, ja sigui tantejant la funció error per a diversos valors. 
Un altre problema pot ser una funció amb una sensibilitat de l’error molt gran respecte els coeficients. La 
funció error serà l’adequada per tal de minimitzar aquest aspecte tot usant l’expressió algebraica òptima. 
Per tal d’arribar a la solució desitjada s’ha d’establir un criteri de terminació. Exemples de criteri de 
terminació poden ser el nombre d’iteracions, la variació de l’error absolut assolit, la variació del valor de 
la solució calculada. L’objectiu és trobar l’error mínim però sense perdre de vista altres aspectes 
importants relacionats amb el procediment de càlcul, com ara el temps i la dificultat de càlcul. 
L’èxit de la resolució de la funció pot dependre de la funció mateixa a avaluar. Un cas crític es pot donar 
amb l’aparició de discontinuïtats e infinits en la funció error que comporten la impossibilitat d’arribar a 
un resultat. 
2.2.5. Equacions diferencials e integració 
Una gran part de les equacions que descriuen el comportament d’un sistema físic corresponen a equacions 
diferencials ordinàries. En molts casos, la complexitat de la resolució d’aquests equacions obliga a fer ús 
de mètodes numèrics. 
De forma general, el problema a considerar correspon a trobar la funció 𝑓 𝑥 = 𝑦 que compleix la 




Una de les aproximacions més simples consisteix en considerar la sèrie de Taylor amb una expansió d’un 
nombre determinat de termes. 
𝑓 𝑥 =  
𝑓 𝑘  𝑥 − 𝑕 
𝑘!




Per una aproximació de segon ordre s’està aplicant l’anomenat mètode d’Euler. S’escull un tamany de pas 
𝑕 el més petit possible per tal de minimitzar l’error. 
𝑓 𝑥 + 𝑕 = 𝑓 𝑥 + 𝑕 𝑓′ 𝑥  
De la iteració successiva d’aqueta expressió a partir d’un  𝑓 𝑥 = 𝑦  inicial, es pot obtenir un valor 
qualsevol de 𝑦𝑛  en un 𝑥𝑛  donat. El procés requereix del coneixement dels valor de la funció derivada en 
cada iteració. 
𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑕 𝑦′𝑛(𝑥𝑛) 
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El procediment condueix a l’obtenció d’un mètode d’integració simple, també anomenat mètode dels 
rectangles. 
















Aquesta expressió es pot considerar com una entre diverses fórmules interpoladores obtingudes 
mitjançant un mètode paral·lel. 
El mètode consisteix en considerar la interpolació de 𝑦′ a un polinomi, aconseguint així una expressió que 
un cop integrada dóna una aproximació al resultat desitjat. Amb aquest procés s’obté una expressió del 
tipus següent: 




Mitjançant les fórmules de Newton-Côtes es poden deduir valors de 𝛽𝑛  que depenen només del nombre 
de punts interpolats.  
Una interpolació de només un punt amb aquest mètode condueix a l’expressió anterior. Amb una 
interpolació de dos punts s’aconsegueix la següent formula d’iteració amb un error de segon ordre. 
𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 = 𝑕









∆𝑦 = 𝑦′𝑕 
Figura 8. Integració per rectangles 
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Amb una interpolació de tres punts s’aconsegueix l’anomenada regla de Simpson. Seguint aquest 
procediment es poden trobar fórmules d’integració amb més precisió per a un nombre major de punts 
d’interpolació en la iteració donada. 
Les fórmules compostes donen errors majors en funció del tamany de l’interval d’integració considerat. 
Disminuint el tamany de pas 𝑕, o dit d’una altre manera, augmentant el nombre de passos pel mateix 
interval es minimitza aquest error.  
2.3. Fonaments d’utilització de MATLAB 
Per a la determinació de les constants del model es farà ús del software MATLAB de programació 
orientat a la resolució de problemes matemàtics. 
2.3.1. Característiques principals 
El programa MATLAB és una eina de programació utilitzada en l’àmbit tècnic i científic per la seva 
capacitat a l’hora de resoldre problemes numèrics.  
El programa inclou un entorn de programació i diverses eines complementàries que faciliten l’obtenció i 
manipulació de dades, i la seva visualització. MATLAB representa un estàndard dintre del conjunt de 
programes de la seva mateixa tipologia.  
La programació amb MATLAB es pot catalogar com a d’alt nivell ja que la seva lectura està més aprop 
de la lògica matemàtica que del llenguatge intern de la màquina. MATLAB és capaç d’utilitzar 
estructures de control com ara bucles o sentències condicionals tal i com succeeix amb altres llenguatges 
d’alt nivell.  
La declaració del tipus de dades és poc exigent, fent-se un ús intensiu de matrius per tal d’agrupar i tractar 
les dades i podent-se construir estructures de dades amb la complexitat desitjada. La programació de 
funcions és bastant pràctica fent-se senzill el procés de dividir el programa en diversos mòduls.  
MATLAB disposa d’una bibliotèca de funcions molt extensa que inclou tot el ventall d’operacions i 
algorismes matemàtics més usats en l’actualitat. 
D’interès especial són els procediments que tracten amb mètodes numèrics per tal de resoldre problemes. 
MATLAB disposa d’algorismes de resolució d’equacions, aproximació de funcions, integració numèrica, 
interpolació, etc. 







2.3.2. Operacions d’optimització numèrica amb MATLAB 
MATLAB proporciona tota una sèrie de funcions que utilitzen mètodes numèrics per tal de resoldre 
problemes matemàtics concrets. S’expliquen a continuació alguns mètodes que poden ser útils per a la 
resolució d’un model matemàtic. 
Concretament, és interessant el paquet de funcions incloses amb el nom de “Optimization Toolbox”, 
dedicat a aquelles funcions que utilitzen mètodes d’optimització numèrica. 
Dintre d’aquest paquet, es poden classificar les funcions segons el seu ús en tres grups. A aquests tres 
grups els anomenarem minimitzadors de funcions, solucionadors d’equacions i mínims quadrats. 
Les funcions que cauen en el primer grup corresponen a mètodes que busquen la solució que dóna un 
mínim d’una funció objectiu, a partir d’un 𝑥0 proper a la solució. Aquestes funcions poden rebre 
paràmetres que restringeixen les possibles solucions, augmentant molt les possibilitats d’èxit i limitant 
molt el temps de càlcul. Estan adreçades a problemes tant lineals com no lineals. 
El segon grup correspon a solucionadors d’equacions i de sistemes d’equacions. Aquests mètodes 
necessiten transformar les equacions en funcions del tipus 𝑓 𝑥 = 0. Està indicat per la resolució 
d’equacions no lineals que no es poden resoldre per altres mètodes. 
El tercer grup inclou els mètodes de resolució per mínims quadrats. Per mitja d’aquest mètode trobem els 
paràmetres que millor ajusten una corba a una sèrie de punts 
Tot seguit es posen alguns exemples d’utilització d’algunes d’aquestes funcions. 
Exemple 1: fmincon 
Es comença a partir d’una funció fun(x) definida per l’usuari, on x és un vector.  
function [y] = fun (x) 
y = 4*x(1)^3 – 3*sin(x(2)) + 4; % exemple 
end 
Es procedeix a trobar el seu mínim usant la funció fmincon. S’utilitza la següent ordre per trobar la 
solució:  
x = fmincon(fun,x0,A,b, Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options) 
On: 
 x és la solució donada. 
 x0 és el valor inicial proper a la solució. 
 A i b són els valors que restringeixen la solució de manera que  A*x ≤ b. 
 Aeq i beq són els valors que restringeixen la solució de manera que  Aeq*x = beq. 
 Els valors lb i ub donen una cota de la solució, lb<x<ub. 
 nonlcon es una funció definida per l’usuari que retorna uns valors amb els que evaluar altres 
inequacions.  
 
function [c,ceq] = nonlcon (x) 
c = ...     % c(x) < 0. 





 options dóna valors extra que modifiquen el mètode numèric.  
La funció no requereix que s’usin tots els paràmetres si s’escau que amb uns de determinats ja n’hi ha 
prou. Per exemple, donant la següent ordre ja s’obtindrà una solució. 
x = fmincon(fun,x0,A,b) 
La funció retorna a més de la solució donada el valor de la funció objectiu. D’aquesta manera es pot 
conèixer l’error comés per aquesta solució. Per tal d’obtenir aquest valor en la variable fval s’escriu la 
següent ordre: 
[x,fval] = fmincon(fun,x0,A,b) 
Exemple 2: fsolve 
Amb aquet mètode s’obtè la solució d’un sistema d’equacions. La funció definida per l’usuari  fun(x), 
on x és un vector amb les incògnites, retorna un vector on cada component avalua una equació 
expressada com 𝑓 𝑥 = 0.  
function [y] = fun (x) 
y(1) = 4*x(1)^3 – 3*sin(x(2)) + 4; % equació 1 
y(2) = x(1) – 4*x(2);              % equació 2 
end 
L’ordre en qüestió és: 
x = fsolve(fun,x0,options) 
On 
 x és la solució donada. 
 x0 és el valor inicial proper a la solució. 
De forma similar a l’anterior exemple, es pot obviar el paràmetre options si així es dessitja. En tal cas 
s’agafen unes opcions definides per defecte.  
Exemple 3: lsqnonlin 
Amb aquest mètode s’obtenen els paràmetres de la funció que millor s’ajusten una sèrie de dades 
experimentals. Es defineix una funció fun(a) que retorna els errors donats en una sèrie de punts de la 
corba. 
function [e] = fun (a) 
 
% la corba es 
% f(x) = a(2)*sin(a(1)*x) 
 
% valors coneguts de la corba 
 
x = [ 1 2 3 4 5 ]*pi/6; 






e(1) = a(2)*sin(a(1)*x(1)) – y(1); % punt 1 
e(2) = a(2)*sin(a(1)*x(2)) – y(2); % punt 2 
e(3) = a(2)*sin(a(1)*x(3)) – y(3); % punt 3 
e(4) = a(2)*sin(a(1)*x(4)) – y(4); % punt 4 
e(5) = a(2)*sin(a(1)*x(5)) – y(5); % punt 5 
end 
La funció avalua la solució pel mètode dels mínims quadrats dels errors. 
Amb la següent ordre s’obté la solució per aquesta funció: 
a = lsqnonlin(fun,a0,lb,ub,options) 
On 
 a és la solució. 
 a0 és un valor inicicial proper a la solució. 
 lb i ub corresponen a un interval on s’obtindrà la solució dessitjada, de manera que lb<a<ub. 
 
Cal destacar les similituds dels tres mètodes en quant el seu funcionament intern. Tots fan ús 
d’aproximacions successives a la solució correcta avaluant un error de manera que aquest tendeixi a un 
mínim. 
Els mètodes d’optimització es poden controlar per mitja del paràmetre options. Desde aquest 
paràmetre es poden determinar aspectes com el criteri de terminació i el algorisme matemàtic utilitzat. 
L’ordre per tal de modificar aquesta estructura és la següent: 
options = optimset('val1', opt1, 'val2', opt2, ...) 
Es destaquen les següents opcions: 
TolFun   
Dóna una cota d’error mínima a partir de la qual es donarà la solució actual com a bona. Aquest 
valor d’error és dependent de la norma utilitzada, essent la més usual la de mínims quadrats. 
MaxIter  
Determina el nombre màxim d’iteracions que realitzara l’ordinador abans d’aturarse en cas de no 
arribar a la solució desitjada. 
MaxFunEvals 
Determina el màxim nombre d’utilitzacions de la funció objectiu abans d’aturar-se en cas de no 
arribar a la solució desitjada. 
MaxTime 






Dóna una cota mínima del valor d’increment de la solució en el procés d’aproximació al valor 
correcte. Aquest valor d’increment és variable i està en funció de la proximitat a la solució 
correcta. En general, reduint aquesta cota augmentem la precisió. 
LargeScale 
Determina si s’utilitzaran algorismes de resolució del tipus LargeScale. En aquest tipus de 
mètode, el nombre d’equacions (dimensió de la funció objectiu) ha de ser igual al d’incògnites. 
Aquest mètode és més modern i més efectiu que els del tipus MediumScale. Amb la opció 
MediumScale es pot determinar concretament el tipus d’algorisme:  del tipus Gauss-Newton i o 
del tipus Levenberg-Marquardt. 
2.3.3. Metodologia de programació 
La metodologia de programació és un aspecte fonamental a l’hora d’abordar la realització d’un programa 
informàtic. La intenció és que el programa pugui ser escrit i entès fàcilment, tan per l’autor com per un 
altre programador. 
La programació estructurada és un conjunt d’idees sobre com s’ha de fer un programa d’ordinador. La 
lectura i localització d’errors ha de ser senzilla i ha de ser possible canviar el programa i millorar-lo. 
La planificació de l’estructura de les dades és una part important del procés de programació. S’haurà 
d’establir com estaran estructurades les dades dintre del programa per tal de que aquest sigui capaç de 
llegir-les i transformar-les adequadament. 
El següent quadre és un exemple d’una estructura de dades esquematitzada, on es pot veure com es 
classifiquen els seus diferents elements per mitja d’uns paràmetres lògics, de forma que es facilita la 











Una altra idea essencial de la programació estructurada és el de modularitat. En un programa modular el 
programa principal està dividit en un conjunt d’altres subprogrames que realitzen tasques especifiques. El 














Figura 9. Exemple d’estructura de dades 
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Aquest disseny comporta un enfocament del tipus top-down. Es tracta de fragmentar un problema llarg i 
complex en una sèrie de petits problemes senzills amb els que és més fàcil treballar. Aquest enfocament 
contrasta amb l’antic disseny de programació que requeria llargs i complexos programes amb els que era 
difícil de treballar. 
En un disseny top-down cada tasca està assignada a un procediment. Aquesta tasca pot fer ús d’altres 











El programa farà ús d’estructures de control, com per exemple estructures de repetició for o sentències 
de control condicional if.  També es farà ús extensiu de comentaris dins del programa per tal de facilitar 
la lectura i comprensió de cada sentència. 
Un cop acabada la tasca del disseny i redacció del programa, la tasca del programador no ha acabat. 
Seguidament es fa necessari  avaluar i controlar repetidament el funcionament del programa en totes les 
seves condicions d’us fins a assegurar-nos de que el programa treballa adequadament i sense errors. A 
aquesta última fase se la denomina depuració del programa. 
Aquesta última etapa acostuma a ser tan important com a les anteriors degut a que la inversió de temps i 





Problema C Problema B  Problema A  
Etc. Etc. Etc. 
Figura 10. Programació top-down 
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Capítol 3. Separació de bor per membrana líquida suportada plana 
Mitjançant el procés de dessalinització d’aigua de mar pel mètode d’osmosi inversa s’obté, com a 
producte en primera instància, aigua apta pel consum. Aquesta aigua, però, presenta un contingut de bor 
dissolt que pot ser un inconvenient, ja que els vegetals toleren malament el reg amb aquesta aigua. A més, 
aquest bor té interès per a altres usos un cop extret i purificat. 
Per tal d’extreure aquest bor, es requereix un mètode capaç de tractar l’aigua en les quantitats usuals 
d’una planta dessalinitzadora per tal d’evitar un canvi dràstic en el seu funcionament. És per això que s’ha 
ideat el mètode de separació de bor mitjançant un dispositiu de membrana líquida suportada. 
El cas d’estudi es concreta en la separació de bor mitjançant una membrana líquida suportada plana. Amb 
aquest dispositiu s’obtindran una sèrie de paràmetres útils per altres dispositius de característiques 
similars però d’una major eficàcia, com ara les membranes líquides suportades de fibres buides. 
3.1. Espècies presents en les dissolucions 
Seguint l’esquema d’una membrana líquida suportada plana, cada espècie química es trobarà dissolta en 
el dissolvent corresponent. El dispositiu consta d’una fase d’alimentació, una de stripping, i una fase 
orgànica. 
La fase d’alimentació és una dissolució aquosa sintètica que simula l’aigua de mar. Les especies presents 
en aquesta dissolució d’alimentació són aigua, clorur de sodi (0.5 mol/l) i àcid bòric (1000 mg/l).  










La fase stripping és una dissolució aquosa de pH bàsic preparada amb hidròxid de sodi (0.1 mol/l) i clorur 
de sodi (0.2 mol/l). El pH aconseguint és 13, de forma que queda alterat l’equilibri àcid base del bor 
dissolt en aquesta dissolució. Aquest pH bàsic és el que permet el procés de transport de bor, tal i com es 
detallarà més endavant. 
La fase orgànica, corresponent a la membrana líquida suportada, consta d’un dissolvent orgànic, un 
extractant i un modificador de fase. El dissolvent orgànic utilitzat és querosè. L’extractant és un diol 




Figura 11. Molècula d’àcid bòric 
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La capacitat d’extracció del BEPD ve donada per la disposició dels dos alcohols, la distància entre els 
quals és la òptima per reaccionar amb la molècula d’àcid bòric. 
A aquesta dissolució s’afegeix decanol com a modificador de fase. L’objectiu del decanol és augmentar la 
solubilitat de l’extractant en el dissolvent orgànic i disminuir la miscibilitat de la fase orgànica amb 
l’aquosa. 















La funció de la membrana és principalment la de permetre el transport de bor des de la fase alimentació a 
la fase stripping. 
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Les concentracions de cada un dels components es fan variar dintre d’uns marges a l’hora de realitzar els 
diversos experiments. D’aquesta manera s’observa quin efecte particular té cada component sobre el 
transport de bor i es posen a prova els paràmetres de transport. 
3.2. Material de suport de la membrana 
El suport físic utilitzat per a la membrana líquida és una membrana plana de la marca MILLIPORE i el 
model és DURAPORE MEMBRANE amb codi de producte HVHP04700.  
Les característiques principals d’aquest suport són un tamany de porus de 0.45 𝜇𝑚, el seu caràcter 
hidròfob, la seva resistència a dissolucions àcides o bàsiques, la seva puresa i la seva resistència material.  
Aquestes propietats són degudes al material amb el que està fet, fluorur de polivinilidè (PVDF), un 
polímer derivat  del vinil. Gràcies a les propietats derivades d’aquest material s’assegura la compatibilitat 
d’aquest suport de membrana amb les dissolucions que intervenen en el procés de separació de bor. 
El suport està retallat de forma circular, donant a la membrana una forma de oblea plana. L’àrea d’aquesta 
oblea és de 0.00199 𝑚2. 
Les següents figures mostren la fórmula química del PVDF i un detall microscòpic del suport de la 











3.3. Equilibris químics d’extracció 
Els equilibris d’extracció es produeixen en cada una de les dues cares de la membrana líquida suportada, 
involucrant les diferents espècies presents en les dues fases aquoses i la fase orgànica. 
Aquests equilibris d’extracció es donen entre l’àcid bòric i els components de la fase orgànica. Tot i que 
la primera intenció és que el component que actuï d’extractant sigui el BEPD, es coneix que els altres 
components de la dissolució orgànica també reaccionen amb el bor. A més, es constata que hi ha un altre 
equilibri químic que involucra el BEPD i el decanol. Les reaccions corresponents a aquests equilibris són 
les següents: 






Figura 14. Fórmula PVDF 
32 
 
àc. bòric + BEPD       ⇄ BE     
àc. bòric + querosè           ⇄ BK     
àc. bòric + decanol          ⇄ BD     
decanol          + BEPD       ⇄ DE     
 
Tots aquests equilibris comporten en cada cas la formació d’una nova molècula formada per la unió 
química dels dos reactius implicats. 
Es considera que l’àcid bòric com a espècie química no penetra dins la fase orgànica ( no hi ha extracció 
física deguda a diferents solubilitats). De forma similar, les espècies inicials de la fase orgànica es 
mantenen en aquesta fase. 
El transport, en la cara de la membrana adjacent a l’alimentació, es produeix un cop l’àcid bòric ha 
reaccionat amb una altre espècie de la fase orgànica, formant una nova molècula soluble en la fase 
orgànica e insoluble en la fase aquosa. En l’altre cara de la membrana el sentit de la reacció és l’invers, 
desfent-se l’àcid bòric de la molècula transportadora i essent alliberat en la fase aquosa. 
L’àcid bòric alliberat en la fase stripping es transforma en borat degut al pH bàsic de la dissolució (aquest 
aspecte es detalla amb més profunditat en l’apartat següent). El borat no és soluble en la fase orgànica i 
no reacciona amb els components de la fase orgànica de forma que queda retingut en la fase stripping, 
aconseguint la separació de bor dessitjada.  
Els equilibris que es donen en cada una de les cares de la membrana es quantifiquen mitjançant unes 
constants d’equilibri químic que relacionen les concentracions de cada component implicat en la reacció. 
 
KextBE =
  BE      
 àc. bòric   BEPD         
 
KextBK =
  BK      
 àc. bòric   querosè             
 
KextBD =
  BD      
 àc. bòric   decanol            
 
KDE =
  DE      
  decanol              BEPD         
 
 
Els valors d’aquestes constants es troben a partir de dades experimentals mitjançant procediments 
d’extracció líquid-líquid. Aquests valors són igualment vàlids per el dispositiu de membrana líquida 
suportada plana. 
Per tal de completar la resolució d’aquestes equacions es necessari plantejar els corresponents balanços de 




 àc. bòric inici =  àc. bòric +   BE      +   BD      +   BK       
  BEPD         inici =   BEPD         +   BE      +   DE       
  decanol            
inici
=   decanol            +   BD      +   DE       
  querosè             
inici
=   querosè             +   BK       
3.4. Simplificació d’equilibris químics àcid-base 
Les concentracions de l’equilibri químic d’extracció donat en la fase d’alimentació són diferents de les 
concentracions de l’equilibri químic d’extracció donat en la fase de stripping. Aquesta variació de 
concentracions és deguda al diferent pH en la fase d’alimentació i a la fase de stripping. Per tant, s’han de 
considerar els equilibris àcid-base que es donen en aquestes dissolucions. 
En l’equilibri àcid-base on intervé l’àcid boric, la base conjugada és la molècula de borat. Les 
concentracions d’àcid bòric i de borat en dissolució aquosa estan determinades per el pH. 
En la dissolució d’alimentació es considera que la concentració de borat és nul·la en comparació amb la 
concentració d’àcid bòric en el pH donat. Per tant, es fa l’aproximació de que tot el bor dissolt en la fase 
d’alimentació està en forma d’àcid bòric. 













De forma equivalent, es considera que en la dissolució de stripping la concentració d’àcid bòric és nul·la 
en front de la concentració de borat degut al pH bàsic de la dissolució. 
Al ser nul·la la concentració d’àcid bòric en la dissolució de stripping, l’equilibri químic d’extracció de la 
cara de la membrana adjacent a la dissolució de stripping queda desplaçat, tot alliberant el bor present en 
la fase orgànica. 
Figura 16. Fraccions de les diferents espècies de bor enfront el pH 
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BE    ⇄ H3BO3 + BEPD        
3 H3BO3 + OH
− ⟶ B3O3 OH 4
−
+ 3 H2O 
2 B3O3 OH 4
−




Això es veu clar observant les equacions d’equilibri i aplicant les concentracions contemplades. La baixa 
concentració d’àcid bòric de la fase aquosa en el denominador s’ha de compensar baixant la concentració 
de bor de la fase orgànica en el numerador. 
KextBE =
  BE      
 àc. bòric   BEPD         
 
En l’equilibri àcid-base entre àcid bòric i borat existeix una espècie intermèdia la concentració de la qual 
també es despreciable en els pH’s donats de les dues dissolucions. 
Així doncs, s’ha simplificat l’equilibri àcid-base del bor en el dispositiu experimental, negligint la 
concentració d’algunes espècies al considerar els pH’s donats de cada dissolució.  
3.5. Equacions de transport de matèria 
Mitjançant les equacions de transport s’estableixen els valors de les concentracions de cada substància en 
un temps i en un punt espaial determinat dintre del dispositiu. 
Aquestes equacions de transport estan definides per la llei de Fick, tal com s’ha explicat anteriorment. Es 






Les equacions de transport s’apliquen a cada una de les substàncies presents en cada dissolució. Amb la 
combinació d’aquestes equacions de transport i les equacions d’equilibri químic s’obté el marc per 
realitzar el model matemàtic.  
Es defineixen diferents trams en el dispositiu on aplicar les equacions de transport, al llarg de la direcció i 
sentit on transcorre el transport. En cada un d’aquests trams es simplifica la concentració a una línea 







D’aquesta manera, el gradient queda determinat per les concentracions en els punts de frontera on es 
delimita cada tram. L’objectiu es trobar la constant de proporcionalitat entre el transport i la variació de 
concentracions donada en cada tram. 
𝐽𝑖 =
𝐴 · 𝐷𝑎𝑏 ,𝑖
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎




𝐴 · 𝐷𝑎𝑏 ,𝑖
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎
 
Es defineix com a primer tram la dissolució d’alimentació. En aquest tram el gradient de concentració de 
bor és zero degut a l’existència d’un agitador que homogeneïtza totalment la dissolució (tal com s’ha dit, 
en aquest tram el bor està en forma d’àcid bòric). 
Nobstant això, aquest gradient en l’alimentació es fa variable a l’hora que s’aproxima a la membrana, on 
es fa present la resistència a la transferència de matèria deguda a l’existència d’una interfase.   
Per tal de tenir en compte correctament aquest fet es planteja un tram teòric, adjacent a la membrana i a la 
dissolució d’alimentació, que s’anomenarà capa límit. Aquesta capa límit compta amb la seva 
corresponent constant i serà tractada d’igual forma que la resta de trams.  
La teoria que estableix l’existència d’aquestes capes límit allà on hi ha una interfase entre dos fluids 
diferents és la teoria de la doble pel·lícula.  
El següent tram correspon a la membrana líquida suportada plana. Aquí cal considerar el transport per a 
cada una de les molècules producte de la unió del bor i els diferents components de la fase orgànica, 
considerant que la suma d’aquests transports individuals és el transport global de bor. 
En la dissolució de stripping ocorre el mateix fenomen de capa límit que s’ha descrit per a la dissolució 
d’alimentació. Així doncs entre la fase stripping i la membrana es defineix un nou tram, corresponent a la 
capa límit en qüestió. 
De forma igual a la fase d’alimentació el tram corresponent a la fase stripping té un gradient de 
concentracions igual a zero degut a la presència d’un agitador. Tal com s’ha dit, en aquesta fase el bor 
està predominantment en forma de borat degut al pH bàsic de la dissolució aquosa. 
Amb aquests raonaments es pot procedir a la construcció d’un esquema on es mostra el que seran els 






























Cal tenir en compte el fet de que aquesta imatge és una fotografia de l’estat del sistema en un moment 
donat. Gràcies a les equacions de transport es podrà determinar l’evolució temporal d’aquest esquema a 
partir de les condicions inicials. Com és de preveure, aquesta evolució temporal convergirà en un temps 
determinat a una situació d’equilibri on el transport de bor és nul i les concentracions es fan constants en 
cada tram. 
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[BE    ] 
[borat] 
[àc. bòric] 
[BD    ] 






Capítol 4. Modelització matemàtica 
En el següent capítol s’explica l’obtenció del model matemàtic que caracteritza el transport de bor 
mitjançant una membrana líquida suportada plana. Per tal d’aconseguir aquest propòsit, s’ha procedit 
dividint el model en dues parts: la modelització de l’equilibri d’extracció i la modelització del transport 
de bor. 
4.1. Modelització de l’equilibri d’extracció 
La primera part del procés de modelització matemàtica correspon a l’obtenció de les constants d’equilibri 
químic. Aquestes constants són independent de la membrana líquida suportada plana, per tant són resoltes 
de forma separada amb dades d’extracció líquid-líquid. Un cop dissenyat l’algorisme es procedirà a la 
seva implementació mitjançant el llenguatge de programació de MATLAB. 
4.1.1. Equacions e incògnites 
El procediment d’obtenció del model matemàtic comença amb el plantejament de les equacions i les 
incògnites amb les que es caracteritza el comportament del sistema. Aquestes equacions consisteixen en 
les equacions d’equilibri químic i els balanços de matèria descrits anteriorment. 
Equacions d’equilibri químic: 
KextBE =
  BE      
 àc. bòric   BEPD         
 
KextBK =
  BK      
 àc. bòric   querosè             
 
KextBD =
  BD      
 àc. bòric   decanol            
 
KDE =
  DE      
 decanol   BEPD         
 
Equacions de balanços de matèria: 
 àc. bòric inici =  àc. bòric +   BE      +   BD      +   BK       
  BEPD         inici =   BEPD         +   BE      +   DE       
  decanol            
inici
=   decanol            +   BD      +   DE       
  querosè             
inici
=   querosè             +   BK       
Recopilant les incògnites, les constants que són l’objectiu d’aquesta part del model són aquestes: 
KextBE , KextBK , KextBD , KDE  




 àc. bòric ,   querosè             ,   decanol            ,   BEPD         ,   BE      ,   BK      ,   BD      ,   DE       
Les concentracions inicials de cada espècie són fixades per a cada experiment, per tant, no són 
incògnites. 
El problema planteja un sistema de 8 equacions i 12 incògnites. Per tal de resoldre’l, es procedirà a la 
resolució de les constants mitjançant el mètode de mínims quadrats, usant les dades experimentals. 
4.1.2. Dades experimentals 
Les dades experimentals de les que es disposen en aquesta primera part corresponen a diversos 
experiments d’extracció líquid-líquid realitzats en el laboratori de l’EPSEVG. Aquest experiments 
consisteixen en posar en practica un sistema en equilibri químic amb les dissolucions utilitzades en el 
procés de separació de bor, mantenint les mateixes condicions de treball.  
En cada experiment, es mesclen una fase aquosa amb bor dissolt i una fase orgànica durant un cert temps 
fins a assolir l’equilibri. Posteriorment es separen les dues fases i es procedeix a analitzar la concentració 
de bor. Les dades experimentals obtingudes proporcionen el tant per cent d’extracció de bor (%E) 





Els paràmetres estudiats són les concentracions inicials, de forma que es fa variar la concentració inicial 
d’una de les espècies mentre que les altres concentracions inicials es mantenen constants. Per exemple, 













Per tal de realitzar el model es disposa de 10 experiments diferents portats a terme per el departament 
d’enginyeria química de l’EPSEVG amb l’inestimable ajuda d’alumnes de PFC de la titulació 
d’enginyeria tècnica industrial química. 
Figura 18. Dades de l’experiment 1 
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1 0.0925 variable 2.618 2.289 
2 0.0925 variable 1.047 3.663 
3 0.0925 0.265 variable variable 
4 variable 0.3 2.289 2.289 
5 variable 0.6 2.289 2.289 
6 0.0925 0.3 variable variable 
7 0.0925 0.6 variable variable 
8 0.0925 0 variable variable 
9 0.0925 0 variable variable 
7 variable variable variable variable 
 
Taula 1.  Concentracions inicials de cada experiment per a la primera part del model 
 
A partir d’aquestes equacions i dades experimentals es possible dissenyar l’algorisme de resolució del 
model matemàtic plantejat per aquesta primera part. 
4.1.3. Algorisme 
L’algorisme consisteix en dos processos iteratius, un inclòs dintre de l’altre. El primer procés (o 
algorisme global) modifica les constants de manera que aquestes es van aproximant a la solució correcta. 
El segon procés consisteix en la resolució numèrica de les equacions utilitzant les constants aproximades 
del primer procés. 
L’algorisme global utilitza el mètode de mínims quadrats per a trobar les constants que millor s’ajusten a 
les dades experimentals. Tal i com s’ha comentat, aquest és un dels mètodes més utilitzat per a 
l’aproximació numèrica de funcions. 
El procediment comença prenent uns valors inicials de les constants aproximats a la solució. Descartant 
aquestes constants de les incògnites obtenim un sistema de 8 equacions i 8 incògnites, per tant el sistema 
esdevé resoluble. 
 
Després es procedeix a la resolució numèrica de les equacions en el que seria el segon procés iteratiu. 
Aquest procés requereix prendre els valors de les concentracions inicials de cada un dels experiments i el 
valor de les constants aproximades. El resultat obtingut són els valors teòrics aproximats de les 
concentracions de totes les espècies per a cada mesura. 
 
Posteriorment es realitza l’avaluació de l’error mitjançant la norma establerta pel mètode de mínims 





Valors inici Kext ,α  
 
Iteració 2  àcid bòric teòric  
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Amb la resposta obtinguda d’aquesta avaluació es decideix si la solució aproximada és prou bona o per 
contra s’ha de modificar el valor de les constants inicials i procedir de nou a recalcular els valors teòrics.  
 
 
El procés de determinació de les noves constants hauria de seguir algun procediment d’aproximació 
eficient. Gràcies a les característiques de MATLAB aquest aspecte queda amagat de les necessitats de 





















De forma similar a l’esquema global, el procés de resolució d’equacions hauria de realitzar un algorisme 
iteratiu mitjançant aproximacions successives a la solució correcta. Tal i com passa amb l’esquema 
global, MATLAB escull l’algorisme més adient de modificació de les incògnites. La norma utilitzada 
com a criteri de terminació també queda amagada en el funcionament intern de MATLAB. 
 
Modifica Kext ,α  
 
Kext ,α  
 







Modifica Kext ,α  
 






























Amb aquest algorisme doblement iteratiu s’espera aconseguir valors prou correctes de les constants del 
model de forma que aquestes aproximin de la millor forma possible totes les dades experimentals de les 
que disposem. 
A continuació es fa un resum de les característiques i del funcionament del programa Equilibri, on s’han 
implementat aquests algorismes usant les biblioteques que ofereix MATLAB per a l’optimització 
numèrica. 
4.2. Programa Equilibri 
En el programa Equilibri es posa en pràctica l’algorisme descrit anteriorment. Durant el procés de 
construcció del codi es fa necessari l’ús d’estructures de dades i de diferents mòduls on dividir els 












Kext ,α , [Xi]0 
 
 
 error ≡ 𝑆𝑚𝑖𝑛 
Figura 20. Procés iteratiu 2 
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Per altra banda s’utilitzen les funcions d’optimització numèrica presents en les biblioteques de funcions 
de MATLAB. Per tal de fer servir aquestes funcions es requereix una certa comprensió del seu 
funcionament.  En els fonaments teòrics s’ha donat una idea general però per una millor comprensió 
podria ser útil un repàs del manual que MATLAB ofereix com a documentació. 
4.2.1. Estructures de dades 
El programa utilitza una gran quantitat de dades durant el seu funcionament. El conjunt de dades dels 
diferents experiments és extens i els seu tractament requereix a la vegada noves variables de similar 
extensió. 
Per tal de empaquetar aquestes dades d’una forma coherent el programa fa ús d’estructures de dades. 
Aquestes estructures permeten la ramificació de les dades per tal de classificar-les d’una manera 
entenedora i útil. El programa encapsula bàsicament totes les dades en dues estructures: experiments i 
model.  
En model és guarden els resultats trobats pel model i alguns aspectes relacionats amb l’obtenció de la 
solució mitjançant el mètode aproximatiu. El disseny d’aquesta estructura és essencialment independent 
dels possibles experiments que es facin servir per trobar el model.  
Seguidament es detallen els elements d’aquesta estructura: 
 
Element Descripció 
model.Kext   Constant d’extracció bor-BEPD 
model.KextD  Constant d’extracció bor-decanol 
model.KextK  Constant d’extracció bor-querosé  
model.KDE    Constant química decanol-BEPD 
model.numero_experiments 
 
Registra el número de experiments 
model.constants_lb     
model.constants_ub     
 
Són cotes de la solució que es donen al 
mètode d’optimització 
model.constants_inici  
Valors d’inici de les constants que es donen al 
mètode d’optimització 
model.equacions             
model.funcio_resultat       
model.actualitza_constants  
 
Son mòduls que es donen com a paràmetres 
per un ús intern del programa. 
model.error_promig 
 
L’error promig amb el que el mètode ha 
avaluat la funció error 
 
Taula 2. Elements de l’estructura model del programa Equilibri 
 
En experiments es troben totes les dades relacionades amb els experiments. Cada experiment té la 
seva pròpia estructura de forma que es poden afegir o treure experiments de forma separada. Per exemple, 
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el primer experiment està indexat mitjançant la forma experiments(1). Quan es fa referència al 
conjunt de tots els experiments s’omet l’índex.  
La següent taula descriu aquesta estructura: 
 








Concentració inicial de bor 
experiments(1).E_0 
 
Concentració inicial de BEPD 
experiments(1).D_0 
 
Concentració inicial decanol 
experiments(1).K_0 
 
Concentració inicial querosé 
experiments(1).resultats 
 




Concentració teòrica de bor 
experiments(1).E 
 
Concentració teòrica de BEPD 
experiments(1).D 
 
Concentració teòrica de decanol 
experiments(1).K 
 
Concentració teòrica de querosè 
experiments(1).BE 
 




















Número d’incògnites a resoldre. Es refereix 




Són cotes de solució per a cada una de les 




Són valors d’inici de les incògnites que es 
donen al mètode de resolució d’equacions. 
experiments(1).index_dades 
 
És un paràmetre usat internament. 
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Les unitats de concentració de cada espècie utilitzades en el programa són mols/l. 
4.2.2. Mòduls 
El funcionament del programa segueix les pautes de l’algorisme dissenyat. Cada un dels mòduls amb el 
que està dividit el programa té una funció específica dintre del conjunt. L’esquema de funcionament cal 
entendre’l com una estructura ramificada on un mòdul amb una funció global utilitza altres mòduls més 













El mòdul que engloba tot el programa es troba en el arxiu Equilibri.m. En aquest mòdul es carreguen 
les dades de tots els experiments, s’estableixen les condicions inicials per a la recerca de les constants 
d’equilibri i es posa en marxa el programa en si. 
La funció que s’encarrega de portar a terme la resolució del model pren el nom de ResolModel. És en 
aquesta funció on s’inicia el primer procés iteratiu mitjançant la funció lsqnonlin. Aquesta funció, 
procedent de la biblioteca de funcions d’optimització numèrica de MATLAB, és l’encarregada de portar a 
terme la resolució per mínims quadrats.  
La funció lsqnonlin pren com a paràmetre una funció que avalua la diferència entre el valor exacte de 
la funció (o conjunt de dades) que es vol aproximar i el valor calculat com aproximació. En concret 
s’avalua el tant per cent de bor reaccionat. Aquesta funció que es dóna com a paràmetre se l’ha anomenat 
FuncioError.  

























Durant cada iteració lsqnonlin avalua la funció FuncioError per a unes constants determinades. 
Si el valor donat per la norma de mínims quadrats és menor que la tolerància donada, llavors es pren com 
a resultat el valor actual de les constants. Per contra, si es dóna el cas contrari, es busquen uns nous valors 
per a les constants. 
Per tal d’actualitzar els valors d’aquestes noves constants en l’estructura model, el programa fa ús de la 
funció Constants. No s’ha de confondre aquesta actualització amb un càlcul aproximatiu de noves 
constants, que es realitza internament en la funció lsqnonlin. L’únic que fa Constants és 
actualitzar aquests valors calculats en l’estructura model. 
La funció FuncioError requereix resoldre el sistema d’equacions plantejat, amb les constants donades 
per a cada iteració. La resolució de les equacions ve donada en la funció ResolEquacions. 
ResolEquacions utilitzat una la funció fsolve, procedent de la biblioteca de MATLAB, 
encarregada de resoldre sistemes d’equacions per mitja d’un mètode numèric, en el qual es produeix el 
segon procés iteratiu del programa. 
La funció fsolve pren com a paràmetre una funció, anomenada Equacions, encarregada de 
representar les equacions per mitja de expressions del tipus 𝑓(𝑥) = 0. 




De forma similar a l’altre iteració, fsolve s’encarrega d’aproximar les incògnites fins a arribar a la 
solució desitjada. L’actualització del valor de les noves incògnites en l’estructura experiments ve 
donada per la funció Incognites. 
Les incògnites de les equacions estan expressades en forma de concentracions. Per tal d’adaptar la solució 
obtinguda ( expressada en concentració de bor )  als resultats experimentals ( expressats en tant per cent 
de bor consumit ) s’utilitza la funció FuncioResultat. 
Un cop s’ha aconseguit arribar a una solució, la funció ResolModel retorna una estructura del tipus 
model amb els valors de les constants obtingudes. 
Per tal d’obtenir l’aproximació a un experiment teòric, obtenint el valor de totes les concentracions en 
equilibri, només caldrà executar la funció ResolEquacions donant com a paràmetre l’estructura del 
model obtinguda amb el programa. 










% model_parametre s’utilitza per donar 
% alguns parametres referents al model 
 
model_obtingut = ResolModel(experiments,model_parametre); 
 
% experiment_parametre s’utilitza per donar  
% alguns parametres referents al experiment 
 




4.2.3. Altres aspectes del programa 
El programa utilitza les dades de tots els experiments a l’hora, acoplant-les adequadament per tal que el 
programa sigui capaç de tractar-les. D’aquesta manera les constants d’equilibri obtingudes tenen en 
compte totes les dades experimentals. 








Les funcions d’optimització numèrica estan configurades amb les opcions necessàries. Aquestes opcions 
configuren una cota d’error i una precisió amb la que l’algorisme arribi a una solució correcta. 
 
 
Per tal d’optimitzar els càlculs s’han donat cotes d’error i valors inicials aproximats a la solució teòrica. 
D’aquesta forma s’ha reduït molt el temps de càlcul i s’ha acotat la solució obtinguda dintre dels marges 
esperats. 







Algunes funcions s’han agafat com a variable, amb la intenció de donar major flexibilitat de cara a un 




% Calcula la funcio objectiu i dona el valor de l'error per cada 
% resultat 
 
index_resultats_suma_seguent = ...  
   index_resultats_suma + experiments(index_experiments).tamany_dades; 
            
resultats(index_resultats_suma:(index_resultats_suma_seguent-1)) = ...  
   experiments(index_experiments).resultats - ... 
   model.funcio_resultat(experiments(index_experiments),model); 
         
index_resultats_suma = index_resultats_suma_seguent; 
 
 
options = optimset('TolFun',1E-5,'TolX',1E-5,'MaxFunEvals',1E3); 
 
experiments(1).incognites_lb = ... 
zeros(experiments(1).tamany_incognites,experiments(1).tamany_dades); 
 
experiments(1).incognites_ub = ... 
[ experiments(1).B_0; experiments(1).E_0; experiments(1).D_0;... 
  experiments(1).K_0; experiments(1).B_0; experiments(1).B_0;... 
  experiments(1).B_0; experiments(1).D_0]; 
  
experiments(1).incognites_inici   = experiments(1).incognites_ub/2.1; 
 
experiments(1).actualitza_incognites  = @Incognites; 
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4.2.4. Esquema final 
Amb la descripció del programa completada, podem donar una nova mirada als diagrames de flux i 



































Modifica Kext ,α  
 



































 error ≡ 𝑆𝑚𝑖𝑛 
Figura 23. Procés iteratiu 2 
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4.3. Modelització del transport de bor 
La segona part del procés de modelització matemàtica correspon a l’obtenció de les constants 
característiques de transport de bor. Aquestes constants s’obtenen a partir de les dades obtingudes en 
diversos experiments utilitzant una membrana líquida suportada plana. 
De forma similar a com s’ha procedit en l’anterior etapa de modelització, un cop dissenyat l’algorisme 
d’obtenció de les constants del model es procedirà a la seva implementació en MATLAB. 
4.3.1. Equacions e incògnites 
L’obtenció de les constants de transport de bor involucra la resolució d’equacions de transport per a cada 
una de les espècies implicades i per a cada tram del sistema. També es tenen en compte les equacions 
d’equilibri químic, amb les constants d’equilibri obtingudes en la primera part, i els balanços de matèria.  
Paral·lelament, es procedirà a la resolució de equacions diferencials on intervenen les concentracions de 
bor en els trams inicial i final del sistema de membrana líquida suportada. 
Per tal d’una millor visualització del problema és necessari tenir en compte l’esquema plantejat en la 
















A partir d’ara, s’utilitza la numeració d’aquest esquema per indicar la posició dels diferents trams del 
sistema en l’eix de les x. 














































𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 
[BE    ] 
[borat] 
[àc. bòric] 
[BD    ] 






Per resoldre el model, s’apliquen les equacions d’equilibri químic corresponents a les reaccions 
químiques que es donen entre la capa límit de l’alimentació i la membrana. A l’altra cara de la membrana 
no és necessari buscar les concentracions, ja que degut a l’efecte del pH en la fase stripping la 
concentració de àcid bòric serà zero, i en conseqüència la concentració de les molècules transportadores 
també serà zero en la cara de la membrana. 
Així doncs, es plantegen les equacions d’equilibri químic i de balanços de matèria en aquest punt del 
sistema: 
Kext ,BE =
  BE      1
 àc. bòric 1  BEPD         1
 
Kext ,BK =
  BK      1
 àc. bòric 1  querosè             1
 
Kext ,BD =
  BD      1
 àc. bòric 1  decanol            1
 
Kquim ,DE =
  DE      1
  decanol            
1
  BEPD         1
 
 àc. bòric inici ,1 =  àc. bòric 1 +   BE      1 +   BD      1 +   BK      1 
  BEPD         inici ,1 =   BEPD         1 +   BE      1 +   DE      1 
 decanol inici ,1 =  decanol 1 +   BD      1 +   DE      1 
 querosè inici ,1 =  querosè 1 +   BK      1 
Les constants de transport empaqueten convenientment altres paràmetres per tal de simplificar el 
problema, tal i com s’ha explicat en l’apartat 3.5. 
𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 =
𝐴 · 𝐷𝑎𝑏 ,𝑖
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎
 
𝑁𝑎𝑏 ,𝑖 = 𝐽𝑎𝑏 ,𝑖 · 𝐴 = 𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 𝐶𝑖 𝑥𝑎 − 𝐶𝑖 𝑥𝑏   
Prenent com a referència el bor, les equacions de transport s’apliquen en els trams que corresponen a les 
dues capes límit i a la membrana. Amb això s’aconsegueix implicar les concentracions de bor en tot el 
sistema, ja que els gradients de concentració en l’alimentació i en el stripping són nuls.  
En el tram 01, la concentració de borat és zero, per tant no s’aplica l’equació de transport corresponent al 
borat en aquest tram. El mateix passa en el tram 23, on no es necessari considerar l’equació de transport 
d’àcid bòric. L’aplicació de l’equació de transport de borat en el tram 23 es discutirà posteriorment. 
Es considera els transport de bor a l’interior de la membrana, implicant les molècules producte de l’unió 
de l’àcid bòric i l’extractant (que tal com s’ha vist, pot ser BEPD, querosè o decanol). Es considera també 
el transport d’àcid bòric en el tram 01. 
 Equacions de transport: 
𝑁12,𝐵𝐸 = 𝐾12,𝐵𝐸 BE 1 
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𝑁12,𝐵𝐾 = 𝐾12,𝐵𝐾 BK 1 
𝑁12,𝐵𝐷 = 𝐾12,𝐵𝐷 BD 1 
𝑁12 = 𝑁12,𝐵𝐸 + 𝑁12,𝐵𝐾 + 𝑁12,𝐵𝐷 
𝑁01 = 𝐾01  àc. bòric 0 −  àc. bòric 1  
Segons la definició, el transport és igual en qualsevol punt del sistema on s’estableixi continuïtat, 
per tant: 
𝑁23 = 𝑁12 = 𝑁01  
Tenint en compte això, aquestes són les incògnites implicades: 
𝑁12 ,𝑁12,𝐵𝐸 ,𝑁12,𝐵𝐾 ,𝑁12,𝐵𝐷  
𝐾01 ,𝐾12,𝐵𝐸 ,𝐾12,𝐵𝐾 ,𝐾12,𝐵𝐷  
 àc. bòric 0,  àc. bòric 1,  querosè 1,  decanol 1,  BEPD 1,  BE 1,  BK 1,  BD 1,  DE 1 
Falten incògnites que no s’han plantejat mitjançant cap equació. La resolució d’algunes d’aquestes 
incògnites no es realitzarà al no tenir un interès especial. 
El problema planteja un sistema de 13 equacions i 17 incògnites. Per tant, es procedirà tal i com s’ha fet 
en la primera part del  model. Es descarten com a incògnites les constants de transport i la resolució 
d’aquestes constants es realitzarà pel mètode aproximatiu de mínims quadrats, usant les dades 
experimentals de que es disposa. 
En aquest punt, un cop especificat el valor de les constants, s’estableix un sistema de 13 equacions i 13 
incògnites que es podria resoldre. 
Interessa relacionar totes les incògnites amb el temps ( les constants plantejades són també constants 
respecte el temps). Per tant, els experiments consistiran en una sèrie de mesures de la concentració de 
borat en la dissolució stripping a diferents temps.  
Per resoldre aquesta nova  incògnita i per relacionar la resta d’incògnites amb el temps, es plantegen les 










Aplicant el mètode d’Euler de resolució d’equacions d’aquest tipus, s’obté el següent mètode iteratiu: 











Per tal de resoldre aquestes equacions es requereix conèixer els successius valors de 𝑁23, 𝑡  en intervals 
de temps ∆𝑡. Aquesta resolució es realitzarà mitjançant la següent metodologia: 
1- Per a un valor  àcid bòric 0, 0  s’obté, mitjançant la resolució de les equacions donades, un valor 
𝑁23, 0 .  
2- Amb aquest valor es calcula amb el mètode iteratiu d’Euler un nou valor àcid bòric 0, 0+∆𝑡  i un 
nou valor de  borat 3, 0+∆𝑡  









3- Es repeteix el procediment amb el nou valor  àcid bòric 0, 0+∆𝑡  fins al temps desitjat. 
Gràcies a aquest procediment iteratiu s’aconsegueix relacionar les diferents incògnites amb el temps. 
Degut a que es calcula amb un procediment alternatiu el valor de  àcid bòric 0, es pot eliminar una de les 
13 equacions que s’havien plantejat, per tal de evitar càlculs innecessaris. 
4.3.2. Dades experimentals 
Les dades experimentals per aquesta segona part del model consisteixen en diversos experiments 
utilitzant un sistema de membrana líquida suportada plana on, a diverses concentracions inicials de les 
diferents espècies, s’ha deixat evolucionar el sistema i s’ha mesurat les concentracions de borat a la fase 
stripping a diferents temps durant un període de deu hores. 
Mitjançant un anàlisis per espectrofotometria és determina la concentració de borat dissolt en la fase 
stripping de cada una de les mostres. 











Figura 25. Dades experiment 1 
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En total es disposa de 8 experiments realitzats tan pel departament d’enginyeria química de l’EPSEVG, 
com per els alumnes de PFC de la titulació d’enginyeria tècnica industrial química. 
A continuació es detallen les concentracions inicials utilitzades per a cada un dels experiments d’aquesta 
segona part del model: 
 
Experiment  decanol inicial (%) BEPD inicial (mol/l) 
1 20 0.30 
2 20 0.225 
3 20 0.15 
4 20 0.075 
5 20 0.00 
6 100 0.00 
7 100 0.30 
8 100 0.60 
 
Taula 4. Concentracions inicials de cada experiment de la segona part del model. 
4.3.3. Algorisme 
De forma similar a la primera part, l’algorisme de resolució del model consisteix en tres processos 
iteratius inclosos un dintre de l’altre.  
El primer procés iteratiu modifica les constants de transport aproximant-les a la solució correcta. El segon 
procés iteratiu calcula les incògnites en funció del temps, donant una corba de la concentració de borat 
teòrica més o menys suau al llarg d’uns temps determinats. El tercer procés iteratiu és la resolució 
numèrica de les equacions, usant les constants aproximades del primer procés. 
L’algorisme del primer procés  utilitza el mètode de mínims quadrats per a trobar les constants que millor 
s’ajusten a les dades experimentals.  
El procediment comença prenent uns valors inicials aproximats a la solució per a les constants. Aquestes 
constants s’aniran modificant en el transcurs de cada iteració, aproximant-se progressivament a la solució 
correcta. Descartant aquestes constants de les incògnites plantejades obtenim un sistema de 12 equacions i 
12 incògnites. 
A continuació es procedeix a la resolució de les diferents incògnites en funció del temps. Aquest 
procediment consisteix en calcular molts punts, ja que es requereix resoldre les equacions diferencials 
amb intervals de temps molt petits.  
La resolució de les equacions diferencials és fa per el mètode de Euler de resolució d’equacions 
diferencials. El procediment requereix conèixer el valor del transport global de bor del sistema. Amb la 
resolució d’aquestes equacions diferencials s’obtindrà la concentració de borat en el punt 3 i la 
concentració d’àcid bòric en el punt 0. 
Per la seva banda, la resolució de les equacions simples (no diferencials) requereix aplicar un altre mètode 
numèric de resolució d’equacions, pel qual s’utilitza un procés iteratiu similar al que s’ha descrit en la 
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primera part del model. Aquest procés requereix prendre valors de concentracions inicials (per tal de 
resoldre els balanços de matèria ) i el valor donat de les constants.  
Gràcies al valor del transport obtingut amb aquestes equacions es podrà calcular un nou valor de àcid 




Posteriorment, es realitza l’avaluació de l’error en els punts mesurats, mitjançant la norma de mínims 
quadrats, comparant els valors teòrics de concentració de borat amb els valors experimentals. 
Amb la resposta obtinguda d’aquesta avaluació es decideix si la solució aproximada es prou bona o per 
contra s’ha de modificar el valor de les constants inicials i procedir a calcular nous valors teòrics.  



















Calcular  borat 3, 𝑡+∆𝑡  
Calcular  àcid bòric 0, 𝑡+∆𝑡  
 





𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 Iteració 2 






Modifica 𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 
 
 





































 borat 3, 0  
 borat 3, 𝑡  
 
Iteració 3 
Calcular  borat 3, 𝑡+∆𝑡  




𝑁(𝑎𝑏 ,𝑖), 𝑡 , [Xi](𝑡) 
 [Xi]0, Kext ,α ,𝐾𝑎𝑏 ,𝑖  
 
 























4.4. Programa Fick 
L’algorisme de modelització de transport de Bor es posarà en pràctica mitjançant el programa Fick. Tal i 
com s’ha procedit amb el programa Equilibri, aquest programa utilitza estructures de dades i diferents 
mòduls, fent ús de la filosofia top-down de programació. 
El programa Fick presenta moltes similituds amb el programa Equilibri, ja que el que s’ha fet és adaptar 
aquest últim a les necessitats del nou algorisme. S’utilitzen les mateixes funcions d’optimització numèrica 












[Xi]0, Kext ,α ,𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 
 
 error ≡ 𝑆𝑚𝑖𝑛 
Figura 28. Tercera iteració: resolució de les equacions simples 
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4.4.1. Estructures de dades 
Totes les dades del programa estan empaquetades en forma de estructures de dades per tal de que la seva 
comprensió i manipulació siguin òptimes.  
El programa utilitza dues estructures amb aquest propòsit: experiments i model. Aquestes 
estructures tenen similituds amb les estructures de mateix nom del programa Equilibri, però s’utilitzen 
amb l’objectiu d’obtenir unes constants diferents a partir d’un altre tipus d’experiments. 
L’estructura  model guarda els resultats trobats per aquesta part del model, tot incorporant alguns dels 
paràmetres útils per a la resolució correcta mitjançant l’algorisme donat. Aquesta estructura representa tot 
allò que pot ser independent dels experiments realitzats, seguint la mateixa filosofia que en el programa 
Equilibri. També s’inclouen les constants d’equilibri químic obtingudes en la primera part del model. 
A continuació es detalla aquesta estructura: 
Element Descripció 
model.K_1 
Constant de transport de bor en el tram de 
capa límit de l’alimentació 
model.K_BE 
Constant de transport de la molècula bor-
BEPD en la membrana. 
model.K_BK 
Constant de transport de la molècula bor-
querosè en la membrana. 
model.K_BD 
Constant de transport de la molècula bor-
decanol en la membrana. 
model.Kext   Constant d’extracció bor- BEPD 
model.KextD  Constant d’extracció bor-decanol 
model.KextK  Constant d’extracció bor-querosé  
model.KDE    Constant d’extracció decanol-BEPD 
model.numero_experiments 
 
Registra el número de experiments 
model.constants_lb     
model.constants_ub     
 
Són cotes de la solució que es donen al 
mètode d’optimització 
model.constants_inici  




model.equacions             
model.funcio_resultat       
model.actualitza_constants  
 
Són mòduls que es donen com a paràmetres 
per un ús intern del programa. 
model.error_promig 
 
L’error promig amb el que el mètode ha 
avaluat la funció error 
 
Taula 5. Elements de l’estructura model del programa Fick 
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L’estructura experiments empaqueta totes les dades relacionades amb els experiments. Cada 
experiment utilitza la seva estructura de forma que és possible afegir o treure experiments amb facilitat. 
A continuació es detalla aquesta estructura: 
Element Descripció 
experiments(1).V Volum dels recipients alimentació i stripping 
experiments(1).B_inici Concentració inicial de bor 
experiments(1).E_inici Concentració inicial de BEPD 
experiments(1).D_inici Concentració inicial decanol 
experiments(1).K_inici Concentració inicial querosé 




Els temps corresponents de cada mesura 
experiments(1).tamany_resultats Nombre de mesures 
experiments(1).temps_resultats_max El temps màxim de l’experiment 
experiments(1).temps_resultats_min El temps mínim de l’experiment 
experiments(1).tamany_dades 
El nombre de punts utilitzats per a la 
resolució de les equacions 
experiments(1).delta_temps 
L’interval de temps donat per a la resolució 
de les equacions 
experiments(1).temps_incognites 
Els temps utilitzats per a la resolució de les 
equacions 
experiments(1).temps_incognites_max 
Temps màxim utilitzat per a la resolució de 
les equacions 
experiments(1).temps_incognites_min 
Temps mínim utilitzat per a la resolució de 
les equacions 
experiments(1).N Transport de bor multiplicat per àrea 
experiments(1).N_BE Transport de bor-BEPD multiplicat per àrea 
experiments(1).N_BK 
Transport de bor-querosè multiplicat per 
àrea 
experiments(1).N_BD 
Transport de bor-decanol multiplicat per 
àrea 
experiments(1).AcidBoric_0 Concentració teòrica àcid bòric en el punt 0 





















Taula 6. Elements de l’estructura experiments del programa Fick 
4.4.2. Mòduls 
Els diferents mòduls han estat dissenyats i redactats a partir del programa Equilibri, conservant noms i 
algunes similituds estructurals degut a la similitud dels algorismes dels dos programes, sense perdre de 
vista que s’utilitzen amb el propòsit d’obtenir unes constants diferent. 
Els mòduls informàtics amb els que està dividit el programa apliquen l’algorisme dissenyat per a la 
resolució del model. Els mòduls tenen cadascun una funció específica, de forma que el funcionament 
s’explica mitjançant una estructura ramificada, on funcions més globals utilitzen successivament altres 
funcions cada cop més especifiques. 
El mòdul Fick.m engloba tots els altres mòduls, s’encarrega de carregar tots els experiments, estableix 
les condicions inicials per a la recerca de les constants i posa en marxa el programa. 
El primer procés iteratiu, encarregat de resoldre mitjançant el mètode de mínims quadrats les constants 
del model, ve donat en el mòdul ResolModel. Aquest mòdul utilitza, per arribar a aquest objectiu, la 
funció lsqnonlin explicada anteriorment amb detall.  
La funció paràmetre usada per lsqnonlin és la funció FuncioError. Aquesta funció retorna la 
diferència entre la concentració experimental de borat en el punt 3 i la teòrica. 
Element Descripció 
experiments(1).Borat_3 Concentració teòrica borat en el punt 3 
experiments(1).E_1 Concentració teòrica de BEPD punt 1 
experiments(1).D_1 Concentració teòrica de decanol punt 1 
experiments(1).K_1 Concentració teòrica de querosè punt 1 
experiments(1).BE_1 
Concentració teòrica de la molècula bor-
BEPD punt 1 
experiments(1).BD_1 
Concentració teòrica de la molècula bor-
decanol punt 1 
experiments(1).BK_1 
Concentració teòrica de la molècula bor-
querosè punt 1 
experiments(1).DE_1 
Concentració teòrica de la molècula 
decanol-BEPD punt 1 
experiments(1).actualitza_incognites 
Mòdul que es dóna com a paràmetre per un 
ús intern. 
experiments(1).tamany_incognites 
Número d’incògnites a resoldre en les 
equacions.  
experiments(1).incognites_inici 
Són valors d’inici de les incògnites que es 
donen al mètode de resolució d’equacions. 
experiments(1).index_dades 
 
Parametre usat internament. 
60 
 
De forma semblant al programa Equilibri, és necessari actualitzar el valor de les constants obtingudes en 
















La funció FuncioError utilitza la funció ResolEquacions per resoldre les equacions donades i 
així obtenir les incògnites en funció del temps. Aquesta funció implementa l’algorisme descrit 
anteriorment, en el que seria el segon procés iteratiu. En aquest cas es donen dos tipus de resolucions: la 
resolució de les equacions simples i la resolució de les equacions diferencials.  
La resolució de les equacions diferencials, amb el que s’obtenen els nous valors de borat en el punt 3 i 
d’àcid bòric en el punt 0, es realitza en la funció EquacionsDespres. El seu nom ve degut a que 
s’utilitza després del mòdul Equacions dintre del procés iteratiu del programa.  





El tercer procés iteratiu s’encarrega de resoldre les incògnites implicades en les equacions simples. Per tal 
de resoldre les incògnites s’utilitza la funció fsolve, explicada anteriorment en detall. Les equacions 
estan implementades en el mòdul Equacions.  
experiments.AcidBoric_0(i+1) = ... 
experiments.AcidBoric_0(i) - ... 
experiments.N(i)*experiments.delta_temps/experiments.V; 
 
experiments.Borat_3(i+1)     = ... 














Figura 29. Estructura ramificada de mòduls del programa Fick 
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Aquest procés utilitza el valor d’àcid bòric en el punt 0 d’un temps donat, de forma que totes les 
incògnites queden parametritzades en funció del temps. També requereix d’uns valors inicials, de les 
concentracions inicials de cada espècie, i de les constants aproximades del model. 
De forma similar a com s’ha procedit en el programa Equilibri, s’actualitzen les incògnites en l’estructura 
de dades experiments utilitzant la funció Incognites.  
La funció EquacionsAbans (executada abans de començar el tercer procés iteratiu) estableix uns 
valors inicials, aproximats a la solució, per a les incògnites resoltes mitjançant fsolve. També calcula el 
valor dels temps que corresponen a cada iteració del segon procés iteratiu. 
Les incògnites es calculen en intervals de temps petits de forma que s’obté una corba de concentració de 
borat teòrica amb molts punts. 
La funció FuncioResultat assigna a cada un dels punts experimentals de concentració de borat un 
del punts de la corba teòrica de concentració de borat, amb l’objectiu de poder avaluar l’error. 
La utilització en un programa de les funcions ResolModel i ResolEquacions per tal de generar 
experiments teòrics és idèntica que en el programa Equilibri. Això demostra la flexibilitat que ofereix el 
mètode de treball que s’ha utilitzat per programar. Amb tota seguretat, una expansió de les 
característiques del programa per altres propòsits no comportaria major dificultat que la que ens hem 
trobat en aquest cas. 
4.4.3. Altres aspectes del programa 
Per tal de augmentar la velocitat amb que ResolEquacions arriba a una solució, es pren com a valors 
d’inici de les incògnites la solució obtinguda en l’anterior iteració, és a dir, s’agafa el valor de temps més 







Per tal d’assignar a cada punt experimental mesurat un punt de la corba teòrica es realitza una interpolació 






i = experiments.index_dades - 1; 
 
experiments.incognites_inici(... 
1:experiments.tamany_incognites,experiments.index_dades) = [ ... 
        experiments.N(i)     ... 
        experiments.N_BE(i)  ... 




        ]; 
 
index_incognites = 1 + ... 
(temps_incognites - experiments.temps_incognites_min) ... 
/experiments.delta_temps; 
 








4.4.4. Esquema final 






































Modifica 𝐾𝑎𝑏 ,𝑖 
 
 














 borat 3, 0  
EquacionsAbans 




𝑁(𝑎𝑏 ,𝑖), 𝑡 , [Xi](𝑡) 
 [Xi]0, Kext ,α ,𝐾𝑎𝑏 ,𝑖  
 
 





























































 error ≡ 𝑆𝑚𝑖𝑛 








Figura 32. Esquema de flux del mòdul del tercer procés iteratiu 
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Capítol 5. Resultats 
El resultat de la resolució del model, obtingut mitjançant els algorismes numèrics implementats en 
MATLAB, són les constants d’equilibri químic i les constants de transport. Gràcies a aquestes constants 
es pot predir el comportament de la concentració de bor en el sistema de membrana líquida suportada 
plana. 
Per tal de assegurar la validesa d’aquests resultats, s’han repetit diversos cops els càlculs, agafant valors 
obtinguts i donant-los de nou com a valors inicials del procés.  
El temps de càlcul que l’ordinador ha necessitat per resoldre el model ha sigut raonable i es considera que 
l’error al que s’ha arribat per el mètode de mínims quadrats correspon al mínim desitjat, el qual ens indica 
que la solució és correcta. 
Les constants d’equilibri químic, obtingudes amb el programa Equilibri, són les següents: 
KextBE = 13.20 (mol/l)
−1 
KextBK = 0.004899 (mol/l)
−1 
KextBD = 0.1134 (mol/l)
−1 
KDE = 0.8344 (mol/l)
−1 
Observant aquests valors es dedueix que l’espècie que exerceix predominantment l’extracció sobre el bor 
en la membrana és la molècula de BEPD. La interacció d’aquesta espècie sobre el decanol també és 
important. L’efecte del querosè es molt menor, encara que no resulta menyspreable. La reacció entre el 
decanol i el BEPD és un problema ja que fa que hi hagi menys extractant disponible. 
Les constants de transport de bor, obtingudes amb el programa Fick, són les següents: 
𝐾01 = 9.574 · 10
4 l/min  
𝐾12,𝐵𝐸 = 1.256 · 10
−6 l/min 
𝐾12,𝐵𝐾 = 6.145 · 10
−5 l/min 
𝐾12,𝐵𝐷 = 5.434 · 10
−6 l/min 
Del valor de la constant en el tram 01 es desprèn que la diferencia de concentracions entre els límits del 
tram és molt reduïda. 
Mitjançant aquestes constants, el programa Fick és capaç de predir la evolució del sistema de membrana 
líquida suportada plana, donant el valor del transport i de les concentracions de les diferents espècies en 
funció del temps. 
Si es prenen les dades experimentals i es comparen amb el valor teòric obtingut mitjançant l’aproximació 
que dóna la funció ResolEquacions, s’observa que el model prediu els fets experimentals amb gran 
exactitud en els marges estudiats. 

















































































Capítol 6. Conclusions 
El model matemàtic proposat és capaç de predir amb exactitud el comportament del sistema de membrana 
líquida suportada plana en els marges estudiats. Les concentracions experimentals de bor en front al 
temps s’ajusten amb precisió a la corba teòrica construïda pel model. 
El programa Equilibri ha permès trobat els valors de les constants d’equilibri, corresponents a les 
reaccions que es donen en cada una de les cares de la membrana. D’acord amb aquestes constants, la 
molècula de BEPD compleix amb la funció de ser l’extractant sobre el bor dissolt en la fase aquosa. S’ha 
de tenir en compte a més l’efecte del decanol  sobre el BEPD. 
El programa Fick ha modelitzat el transport de bor a través de la membrana, donant unes constants de 
transport amb les quals es poden obtenir aproximacions correctes dels experiments teòrics. El transport i 
les concentracions de les espècies en cada tram obtinguts estan parametritzades en funció del temps. 
Del valor de la constant de transport en el tram 01 es desprèn que la resistència en aquest tram és molt 
reduïda i, per tant, la diferencia de concentracions entre els límits del tram és casi nul·la.  
S’ha demostrat que el sistema de transport de bor utilitzat és viable malgrat que l’eficàcia del sistema de 
membrana líquida suportada plana és relativament pobre comparat amb altres mètodes, com ara el sistema 
de membrana líquida suportada de fibres buides.  
Tot i així les dades aconseguides en aquest projecte són útils per a la modelització d’altres sistemes, degut 



















La realització d’aquest projecte ha suposat una sèrie d’impactes ambientals indirectes: 
 Utilització de fulls de paper. La fabricació del paper implica la desforestació i la contaminació 
d’aigua en la seva producció. Tot el paper utilitzat en els borradors ha estat dipositat en el  seu 
corresponent contenidor de reciclatge de paper. 
 Els tóners utilitzat en la impressió es posaran a disposició de la agència catalana de residus per a 
la seva recollida, ja que la tinta conté materials tòxics pel medi ambient. 
 L’ús d’energia elèctrica comporta un consum de combustibles fòssils i l’emissió a l’atmosfera de 
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Sobre osmosi inversa:  
http://www.ellaboratorio.co.cc/documentos/ambiental/osmosis_ultrafiltracion.pdf 
Sobre potencial químic:  
http://www.physikdidaktik.uni-karlsruhe.de/kpk/spanisch/potencial_quimico.pdf 
 
Sobre programació top-down: 
http://www.mailxmail.com/curso-introduccion-lenguaje-pascal/programacion-descendente-top-down 
Documentació tècnica del programa MATLAB (versió 2008). 
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